Chapitre 10 - Correction des exercices 1

Exercice 1: On a :
Vn e N,0 < 23 3 donc (ay,) est bornée.

Pour n pair, b, = 2n donc (b,) n’est pas bornée.
(cn) est une suite convergente (vers 3) donc bornée.

Exercice 2: Soit (uy) une suite numérique réelle et soit ¢ € R.

1. 3 >0,YyNeN In>N,|u, —I| >¢

2. JAe R, YN e N,dn > N,u, < A

3.3l €eR,Ve >0,IN eN,Vn > N, |u, — 1| < ¢
4. Vl; € R,3e > 0,VN € N;In > N, |u, — 1] > ¢

Exercice 3:

Cp =

dn

€n

fn

_ 2n+1 2
- 3n-5 3
—4n? +3n+3
— = 40
—2n+3 (3)
gn -3 1 (3
= —1
n3n 14 (3)"
(Vn+1—y/n)(Vntl+yn) _ 1
Vn+1—y/n= Vntl+y/n = Vnrigvm 0
sin(n) 0
n—+ (_1)n+1
n—(=1)"
_— 1
n+( 1)t —

er _ en—nln(n) — en(l—ln(n)) —0

9n = pm =

Exercice 4: Soit n € N, on considere I’équation d’inconnue réelle x :

(Ep) :xln(x) =n

. Pour tout n € N, posons f, : x — zln(z) — n qui est continue et strictement croissante sur [1; +ool.

Ona f,(1) = —n<0et fr(n+3) =n(nn+3)—1)+3In(n+ 3) > 0. D’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, f, s’annule une unique fois sur [1; +oo[ i.e. (E,) admet une unique solution sur [1; 00| que
I'on notera u,,.

. Soit m €N, fr(unt+1) = tUps1In(upt1) —n=120= fp(up).

Par croissance de f,, on en déduit que (u,) est croissante.
De plus, pour tout n € [3;4+00[, fn(n) =n(n(n) —1) > 0= f,(uy).
En utilisant la croissance de f,, & nouveau, on obtient que u,, < n pour tout n € [3;4o0[.

. On a alors 0 < In(ug) < In(uy,) < In(n) pour tout n € [3; +o0o[. Par conséquent, pour tout n € [3; 400,

4. Par croissance comparée et minoration, la suite (u,) diverge vers +oo.

Exercice 5:

1. Soit (uy) une suite divergente de limite +oo i.e. VA € R,IN € N,Vn > N, u, > A.

D’ou Vn € N, u, > min(uo, ..., un, A). Donc (u,) est minorée.
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Chapitre 10 - Correction des exercices 2

2. Soient (u,) une suite bornée et (v,) une suite divergente de limite —oo.
Montrons que (u, + v,,) diverge vers —oo. Soit A € R, On a: IM € R,Vn € N,u,, < M.
De plus, (vy,) une suite divergente de limite —oo donc IN € N,Vn > N, v, < A — M.
Douvn> N,v,+u, <M+A—-M=A.
La suite (uy, + v,) diverge vers —oo.

Exercice 6: Soit (u,) une suite périodique, c’est-a-dire qu'il existe ¢ € N* tel que Vn € N, up4q = up.
1. On a que : Vn € N, min(uo, ..., ug—1) < tp < max(ug, ..., ug—1). Donc la suite (u,) est bornée.

2. Si (uy) est constante alors (u,) admet une limite (qui est finie).
Supposons & présent que (u,) admette une limite i.e. 3 € R tel que u,, — .
D’apres la question précédente, on sait de plus que [ € R.
Par ’absurde, supposons que (uy,) n’est pas constante i.e. Ing,ny € N, uy, # Up, .
Pour & = m-tmol 5 0 IN € N,¥n > N, [u, — 1| < 1m0l
Il s’avere qu’il existe qg, g1 € N tel que ng + pgy et n1 + pg1 soient supérieurs a INV.
D’ou
|un1 - un0|
|Uny — Ung| = |tny+pg — Unotpgol < [Uny+pgr — U + [Ung+pgo — U] < 2#

On a donc 1 < % ce qui est absurde d’ou (u,) est constante .

La récurrence est établie.

Exercice 7: Soit (uy) une suite d’entier qui converge. Notons [ € R sa limite.
Pour € = %, IN e N,Vn > N, |u, — | < %

Soient n,m = N. On a : |up — | < |up = 4+ [l — up| < %

Or Uy, Uy, € Z, donc uy, = uy,. La suite (u,) est stationnaire & partir du rang N.

Exercice 8:

1. (ch(cos(n))) est minorée par 1 donc (Arctan(ch(cos(n)))) est minorée par 7 donc pour tout n € N, u,, >
Par croissance comparée et minoration, la suite (u,) diverge vers +oo.

2.
Vn € N, cos(n) —2 < —1
cos(n) — 2 -1
Vn e N <
’ Arctan (e=") ~ Arctan (e ")
. —-n o 1
La suite (Arctan (e ))n cny converge vers 0 par valeurs positives donc Arctan(e=") n_}—+>oo —00.
Par le théoreme de divergence par majoration, la suite (u,) diverge vers —oo.
3.
n! 1x2x..xn 1 2 n—1
vneN v, = —=—"6©Z2Z4“—/9—=—X—X..X x 1
nt o nxXnxXx..Xxn n n n
1
< —x1x..x1x1
n
1
Donc, Vn e N*, 0 < u,, < —.
n

n

Par le théoreme d’encadrement, la suite (u,,) est convergente et lir}rl up, = 0.
n—-+00

1
La suite () est une suite convergente de limite 0.
neN*
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Chapitre 10 - Correction des exercices 3

4. On va minorer la suite par une suite qui diverge vers +oo.

Vn € N*, Vk € [1,n],

4
=B

: 1 A
car la fonction x — —= est décroissante sur R;. Donc,

NZ3

3

B
i
Bl

"1
Vn € N*¥, —_— >

Up 2

B

La suite (yv/n)nen diverge vers +o0o. Par le théoreme de minoration, la suite (u,) diverge vers +oc.

D.
VneN", VaeR, na—1 < |na| <na
na — 1 lna] _ na
< < —
n n n
1 na
VneN*" VaeR, a—— < L Jga
n n
La suite [ a — — converge vers a. Par encadrement, la suite (u,) converge et lim wu, = a.
n neN* n—-4o00
6.

VneN, VaeR, na—1 < [na] <na

na — 1 lna] _ na
< <M
a a

-1
na - [na| _ na

Sia>0,

WV

Sia<0,
a a

1
Les suites <n - ) et (n)pen divergent vers +oo.
neN

Par le théoréeme de minoration, quelque soit le signe de a, la suite (u,) diverge vers +oc.

1
Exercice 9: Soit n € N. On note [,, = / z"e® dz.
0

1. On a: . .
Iy — I, = / (" — 2™)e da = / z"(x—1)e*dr <0
0 0

Donc la suite (I,)nen est décroissante. De plus, cette suite est minorée par 0 donc (I,),en est convergente
vers | > 0.

2. A laide d’une intégration par parties, on obtient I,,11 = e — (n+ 1)I,. Si on suppose que [ # 0, on obtient
une absurdité en passant a la limite dans ’égalité ci-dessus. Donc [ = 0.

1 1
3. Pour toutn e N,0< [, = / e dxr < / z"edz. ie. 0 < I, < ;57 D’apres le théoréme des gendarmes,
0 0

(In)nen converge vers 0.
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Chapitre 10 - Correction des exercices 4

Exercice 10:

1. Soit n € N*.

n

1<
2n —1

262" -1<2"<C22"-1) e -1<0<2" =2

La derniere double inéquation est vraie. Par équivalence, la premiere est vraie aussi.

2. De la question précédente, on déduit que ’ensemble A est minorée par 1 et majoré par 2.
De plus, 2 € A donc A est non vide.
On en déduit que A admet une borne inférieure et une borne supérieure, inf(A) et sup(A4), et que

sup(A) < 2 et inf(A4) > 1.

2 est un majorant atteint (pour n = 1) donc 2 = max(A). Ainsi, sup(A) = 2.

lirf % = 1 donc d’apres la caractérisation de la borne inf, on a inf(A) = 1. Cette borne n’est pas
n——+0oo

atteinte donc A n’admet pas de minimum.

Exercice 11: On introduit la fonction f définie sur R par f(x) = iiﬁ

Cette fonction est la quotient de deux fonctions dérivables sur R avec un dénominateur qui ne s’annule pas donc
f est dérivable sur R et

20(z? +1) — (2 +2)22 -2z

Vz eR, f'(z) = (22 +1)2 S (224 1)2

Cette quantité est du méme signe que —zx.
lim f(z) =1 et par parité de la fonction f, lim f(x)=1.
T—>+00

r—r—00
On obtient le tableau suivant

x —00 0 —+00
f'(@) + -
f(x) ' / i \ '

L’ensemble A est donc minoré par 1, majorée par 2 qui est atteint.
A est donc un ensemble non vide et borné donc il admet une borne inférieure et une borne supérieure.
De plus, 2 est un majorant atteint donc 2 = max(A4) = sup(A4).

Par un argument de limites, on a des éléments aussi proche que l'on veut de 1 sans jamais 'atteindre. A n’admet
donc pas de plus petit élément et inf(A) = 1.

L’ensemble B est minoré par 0 car le numérateur et le dénominateur sont des quantités positives.

Nous allons montrer que ¥(n,m) € (N*)2, (ni”%)Q < i.

Soit (m,n) € (N*)2.

nm

. g 2
(n+m)?

®4nm<n2+2nm+m2@0<(n—m).

N

La derni¢re inéquation est vérifiée pour tous les couples (n,m) € (N*)2. Par équivalence, la premiere I'est donc
aussi.
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Chapitre 10 - Correction des exercices 5

L’ensemble B est donc minoré strictement par 0 et majoré par i qui est atteint pour n =1 et m = 1.

Cet ensemble admet donc une borne inférieure inf(B) et une borne supérieure sup(B) qui vérifient
sup(B) = max(B) = 1 et inf(B) > 0.

Prenons les couples de la forme (1, m) pour m € N*.

lim =™ = 0 donc donc d’apres la caractérisation de la borne inf, on a inf(B) = 0. Cette borne n’est pas

m—+oo (1+m)
atteinte donc B n’admet pas de minimum.

Exercice 12:

1. La suite (uy,) est bornée : IM € R, Vn € N, |u,| < M.

n n

up | D |ul
0 =0 < (n+1)M

n+1 = n+1

k=

=M
n+1

Vn eN, |w,| =

AN

La suite (wy,) est donc elle aussi bornée.

n =2
Pour la réciproque, prenons la suite u,, = (—1)" L—J = { p pourn = 2p

2 —ppourn=2p+1"°
Cette suite n’est pas bornée.
0 pour n = 2p .

La suite (w,) est alors définie par w,, = i 1 n ; 1 pour n=2p+1° Cette suite est bornée par 3.
n

2. lim w,=1:Ve>0, Ing € N,Vn > ng, |u, — 1] <e.

n—-+4o0o

Soit € > 0. Soit N > ng. Soit n > N.

n n n
kzouk kZOUk — (n+ 1)l kzo|uk — l|
|l = = — == < =
[ | n+1 n—+1 n+1

n

n N
Dolun =1l = D |u =1+ > |u—]
k=0 k=0

k=N+1
N
< Z|uk—l|+(n—N)5
k=0
n
up — 1
A U SRR
X Uk — €
n+1 nt+1et n+1
L N
< n+12\uk—l\+5
k=0
N N
Or, la quantité > |ug —!| ne dépend pas de n donc liril n%rl >~ |ug—1] = 0. On peut rendre cette quantité

aussi petite que 'on veut donc lim w, =1[.
n—-+0oo

Pour la réciproque, prenons la suite de terme général u,, = (—1)". Cette suite n’est pas convergente.
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Chapitre 10 - Correction des exercices 6

0Opourn=2p+1

La suite (wy,) est alors définie par w,, = . Cette suite converge vers 0.

1
—— pour n =2p

n+1
3. Soit n € N,
n+1 n n+1 n n
our > ue Yy (ntDup— Y (n+2ue (n4Dunpr — > wp
Woq — w0, = FE0 k=0 k=0 k=0 _ k=0
"t " n+2 n+l n(n+1) n(n+1)

n
Or, la suite (uy) est croissante donc : Vk € [0, n], ug < upy1 done Y ug < (n+ 1)up41 done, la suite (wy,)
k=0
est croissante.

Exercice 13:

1. Les suites (uy,) et (vy) ne s’annulent pas. Soit n € N.

0 0 0
41 . .
Uni1 2m Sin <2n+l) 2Slrl <2n+1) ) Sin <2n+1> 1

_ _ - - >1
Un on & 0 . (0 5 0 . 0 0

Sin 27 S1n 27 COS 2n+1 Sin 2n+1 COSs W

Donc la suite (uy,) est croissante.
0 0
+1  an2
Intl _ co <2n+1> = 2.tan b e <2n+1) =1—tan? o <1
Un 0 T ontl ) 6 N on+l |
2™ tan 27 2tan ﬁ

Donc la suite (vy,) est décroissante.

2n

sin <9>
un—vn—Q"sin<0> 1-— 1 =0 2 1-— L

sin(x
sin(z) =1donc lim (u,—v,)=0.

X n—-+4oo

Ces suites sont adjacentes, elles convergent et ont la méme limite.

Or, lim
z—0

2. Soit n € N.
Uni1 1 n+1 n n
ntl_ (1 . = + 1)1 +2)+nl —2n+1)In(n+1
Un, <+n+1> (n—i-l) exp ((n )In(n +2) +nin(n) — (2n + 1) In(n )

La fonction f : 2 — (x4 1)In(x 4 2) + xln(x) — (22 + 1) In(x + 1) est décroissante sur R} et lim f(x) =0

T——+00
doncVn € N, (n+1)In(n+2)+nln(n) — (2n+1)In(n+1) > 0.
Ainsi, la suite (uy,) est croissante.

n+2 n+1
Uzzl B <Zii> ' (nj—l) =exp((n+2)In(n+2)+ (n+1)In(n) — (2n+ 3)In(n + 1))

La fonction g : x — (x+2)In(z+2)+ (x+1) In(z) — (22 +3) In(z + 1) est croissante sur R et EIE g(z) =0
doncVn € N, (n+2)In(n+2)+ (n+1)In(n) — (2n +3)In(n+ 1) < 0.
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Chapitre 10 - Correction des exercices

Ainsi, la suite (vy,) est décroissante.

1\" 1\ 1 1\" 1
Up — Un = <1—|—> —<1+> = —— <1+> :—exp<nln(1+
n n n n n

1 In(1+ In(1
nln<1+> = Met hmwzl
n pos z—0 X
. 1 . 1
Donc, lim nln <1 + > =1let lim exp (n In (1 + )) =e
n—-+oo n n—-+oo n
Donc, nEI—Poo(un —vp) =0

Les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes, elles convergent et ont la méme limite.

n
Exercice 14: Pour tout n € N*, notons S, = Z (_l:)k
k=1
1. Soit n € N*.
® Soni1) = Son = 7z — zorT <O
® Soninyt1 — Sont1 = —55 + 3z = 0
] 52n+1 - Sop = 2n+1 —0

Les suites (Say,) et (So,+1) sont adjacentes, elles ont donc la méme limite.

2. On en déduit que la suite (S,,) converge vers cette limite commune.

n
1
Exercice 15: Pour n € N*, on pose H, Z T C’est la série harmonique.
k=1
1. Soit n € N*.
H H, = L >0
n+1 n — n+1 =
La suite (H,,) est croissante.
2. Soit n € N*.
2n n 2n 2n
1 1 1 1 1
il hl > — —=n—— ==
=T E:k P2 5
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1

. 1 .
car la fonction x — — est décroissante sur R .
T

3. D’apres le théoréeme de la limite monotone, (H,) admet une limite (finie ou 4+00). Supposons que (H,)
converge, la suite extraite (Hay,) converge vers la méme limite. Par passage a la limite dans 'inéquation de

la question 2, on obtient : 0 > % Ce qui est absurde.
Donc (H,,) diverge vers +oc.

Exercice 16: On va raisonner par I’absurde. Supposons que la suite (cos(n)),en converge. On note [ sa limite.

o Vn € N*, cos(n — 1) + cos(n + 1) = 2cos(n) cos(1).

Les suites (cos(n — 1))pen+ et (cos(n + 1))pen+ convergent vers [. Par passage a la limite dans I’égalité, on

obtient

2] = 2l cos(1) donc [ = 0.
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Chapitre 10 - Correction des exercices 8

e Vn € N*, cos(2n) = 2cos?(n) — 1.

La suite (cos(2n))nen+ converge vers [. Par passage a la limite dans 1’égalité, on obtient
=21

Or, 0 n’est pas solution de cette équation donc on aboutit & une contradiction.

La suite (cos(n))nen diverge.

Exercice 17: Soient (uy)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que
up =1, vo =2 et Vn € N, upy1 = 3u, + 2v, et vp41 = v, + 2u,
1. up = 3ug + 2v9 = 7, v1 = 3vg + 2ug = 8, ue = 3uq + 2v1 = 37 et vo = v + 2u; = 38.

2. On dit qu’une suite (wy)nen est constante lorsque : Vn € N, wy,y; = w,. La valeur de la constante est
ensuite donnée par la valeur du premier terme.

Vn € N, Uupt1 — Unp1 = un + 20, — (v + 2uy) = up — vy
La suite (u, — vp)nen est donc constante et vaut ug — vg = —1. En particulier,

Yn € Nyu, =u, + 1

3. On doit montrer que la suite (uy,)nen vérifie une relation de récurrence de la forme : Vn € N, w41 = auy, +b.
Vn € N, upi1 = 3uy + 20, = 3up + 2(uy + 1) = buy, + 2
La suite (uy) est bien une suite arithmético-géométrique.

4. On va appliquer la méthode qui permet d’obtenir I'expression du terme général a partir de la formule de
récurrence.

(a) Recherche du point fixe

2 —1
SoitxeR. z=bxr+22=— = —
—4 2
(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire
-1 1
On pose : Vn € N, wy, = uy, — <2) = u, + (2>

1 1 ) 1

La suite (wy)n>0 est donc une suite géométrique de raison 5 et de premier terme wy = ug + 3

Vn € N, wn:gXS"

(c) Expression du terme général

1
De plus, Vn € N, u, = w, — <2> Donc,

3 1
VnGN, Un:§><5n—§
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Chapitre 10 - Correction des exercices 9

Enfin, Vn € N, v, = u, + 1. Donc,

3 1
N, v, == x5"+ =
VneN, v 2><5 +2

Exercice 18:
1. C’est une suite arithmético-géométrique.

(a) Recherche du point fixe

SoitzeR., z=22+1z=-1

(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire
On pose : Yn € N, w, = up, — (—1) = u, + 1.

VYneN, wpt1 =upt1+1=2u, +1+1=2>u,+1) =2w,
La suite (wy)n>0 est donc une suite géométrique de raison 2 et de premier terme wy = up + 1 = 1.
VYneN, w, =2"

(c) Expression du terme général
De plus, Vn € N, u,, = w, — 1. Donc,

VneN, u, =2"—1

2. L’équation caractéristique associée & cette suite est X2 = 4X — 4 de discriminant A = 16 — 16 = 0. Cette

équation admet donc une racine double z = 3 = 2. On en déduit la forme du terme général de la suite (uy,)

3(A,B) €R* Vn €N, u, = (A+nB) x 2"

Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.

u=A=1 - A=1
up=(A+B)x2=0 B=-1
L’unique suite définie dans I’énoncé a un terme général de la forme : Vn € N, u, = (1 —n)2™.

=1-—4 = —-3. Cette
) . . . . i im i _im
équation admet donc deux racines complexes conjuguées r; = 1%\/5 =e3 ety =1 5‘/5 =e 3. Onen

déduit la forme du terme général de la suite (uy,) :

3. L’équation caractéristique associée & cette suite est X2 = X — 1 de discriminant A

3(A,B) €R* Vn N, u, = Acos(ng) + Bsin(ng)

Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.

up=A=1 - A=1
U1:AX%—|—BX§:2 B:\/§
L’unique suite définie dans I’énoncé a un terme général de la forme :
Vn € N, u, = cos(nf) + \/gsin(ng) =2cos((n—1)%).

Exercice 19:

1. Cette question est la pour justifier la bonne définition de la suite.
Posons Vn € N*, P(n) : 70 < x, < 17.
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10

1 2
2o(1 +20) = — donc P(0) est vraie.
1+ 2xg 3

e Hérédité: Supposons la propriété vraie a un rang n > 1.

e Initialisation: x1 =

< zp<l1

1+z,

— <1
1+ 2x,
(1 + xy,)
1+ 22,

donc P(n + 1) est vraie.
e Conclusion: Par le principe de récurrence, Vn € N*, 0 < z,, < 1.
2. Soit n € N. La suite est formée de termes strictement positifs.

vnen, Tt _ 1H T
"oz, 1+ 2z,

La suite (z,,) est décroissante.

3. La suite (x,) est décroissante et minorée par 0. Par le théoreme de la limite monotone, elle converge.

z(14x)

Notons [ sa limite. Comme [ : z — S5 est continue sur [0, 1], par passage a la limite dans la relation de

récurrence, on obtient

UL+
o142

La suite (zy,) converge vers 0.

S+ =1+1P<1=0.

Exercice 20: Soit (uy)nen la suite définie par ug = 1 et la relation de récurrence w41 = sh(uy,).

La fonction sh est croissante. On a u; > 1 = wy. A Paide d’une récurrence, on montre facilement que (uy,)nen est
croissante. Donc u,, — [ € R. Par I’absurde, supposons que | € R, comme sh est continue, on sait que [ vérifie
I =sh(l). Or la seule possibilité est [ = 0 ce qui rentre en absurdité avec la croissance de (uy) et ug = 1.

Conclusion : u,, — +0o0.

Exercice 21: Soit (up)nen la suite définie par ug = 1 et la relation de récurrence : u,+1 = 1+

14wy

1. On peut montrer facilement par récurrence que Vn € N, 1 < w,, < 2, en particulier u,, # —1. Donc (uy) est

bien définie et bornée.

1
2. Posons f:[1,2] — [1,2] telle que Vz € [1,2], f(x) =1+ 1o
T

La fonction f est décroissante. On peut montrer par récurrence que (ug,) est croissante et que (ugp+1) est
décroissante. Ces deux suites sont bornées donc convergentes. Leurs limites respectives sont dans [1,2] et

sont solutions de ’équation = = f o f(x) (car f o f est continue). Or

x = fof(r) <= z =1+
2+

<— =1+

1+«

D’ott (uzy) et (ug,41) convergent vers v/2. D’oll (uy,),en converge vers v/2.

1+ 4+ 3z
> =
1 3+ 2x 3+ 2x

e 22 4=0 = =42

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac

2023,/2024



